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Abstract– This paper proposes control strategy to realize jumping and landing motion for the Acrobot.
The first link of the Acrobot is supposed as an upper body of human, and second link as a lower body. Note
that this system is not only an underactuated but also a variable constraint system. The proposed control
strategy for this nonlinear system is based on output zeroing control. First, the desired motion is divided
into 5 phases. Then, output function is selected respectively based on intuition. Although the behavior of
zero dynamics differs in each phase, simulation shows that desired motion is attained with utilizing zero
dynamics. Finally, the experimental result shows that desired jumping motion was realized.
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1 はじめに
人間の歩行形態は動歩行と静歩行に分類される．静

歩行は静力学的なつりあいを保つ歩行形式であるのに
対し，動歩行は重心位置の変化による重力効果や慣性
の効果を利用する，ある意味で不安定な歩行様式であ
る．人間の走行は，動歩行に分類されるのに加えて宙
に浮いている状態を含んでおり，跳躍着地運動の繰り
返しであると解釈できる．このような背景から本論文
では，跳躍着地制御問題に注目する．
跳躍着地制御問題は，特にRaibertらによるLeg Lab.

が有名であり，実験的にも連続跳躍制御を実現してい
る 1)．しかし，この跳躍系は直動アクチュエータで高
さを，回転アクチュエータで姿勢を制御しており，制
御問題としては比較的容易なシステムとなっている．
それに対し本論文では，制御対象として一つのアク

チュエータしか持たない Acrobotに，非線形制御理論
研究の観点から注目する．工学的観点からは，自重を
低減させることによって跳躍に必要な最大トルクを抑
えることができ，結果としてエネルギー消費を低減さ
せる利点が挙げられる．

Acrobotの跳躍着地運動は，劣駆動であるだけでな
く可変拘束な運動となるので制御問題は難しい．これ
に対し，Berkemeierの研究 2)では Acrobotに振動的
な運動をさせることによって跳躍が可能であることを
示しているが，離陸の方向を制御できない等の問題点
があった．
そこで本論文では，Acrobotの第一リンクを人間の
下半身，第二リンクを上半身，アクチュエーターによ
る入力を腰の回転と考え，人間の実際の跳躍着地運動
から推察される直感的な出力関数に基づく，出力零化
制御による制御戦略を提案する．そして，跳躍着地運
動が実現可能であることをシミュレーションによって
示す．最後に，跳躍運動に関しては実験検証も行い，理
論の有効性を示す．跳躍時に用いる同様の制御方法は，
人間型ロボットの走行研究 4)の走行制御の根幹を成し
ており，実験検証は非常に興味深い．
本論文の構成は以下の通りである．第二節では，制

御対象の運動方程式を導出するために, まず一連の跳躍
着地運動をフェイズに分割する．また，可変拘束なシ

ステムに対して冗長な座標を導入することによってモ
デルを二つ導出し，跳躍着地運動のダイナミクスを定
式化する．第三節では，跳躍着地運動を実現するため
の制御戦略を提案する．第二節で設定した各フェイズ
において，近似や軌道計画を用いない出力零化制御を
施すことによって，目標の制御を実現する．第四節で
は，シミュレーションによって制御戦略の有効性を示
す．第五節では，提案する制御理論の有効性を確認す
るための実験環境及び検証結果を示す．最後に，第六
節において結論を述べる．

2 制御対象及び運動方程式

制御対象として用いるAcrobotのモデルを Fig. 1に，
各物理パラメータを Table 1に示す．
本節では，まず一連の跳躍着地運動を分割するフェ
イズを定義し，次にそのフェイズに応じた運動方程式
を導出する．後に示すように，跳躍着地運動は拘束条
件が変わる運動なので，２つのモデルを導出する必要
がある．

Fig. 1: 制御対象とパラメータ



Table 1: Acrobotのパラメータ

mi : 第 iリンクの質点の質量
Ji : 第 iリンクの重心回りの慣性モーメント
lgi : 第 iリンクの根本から重心までの長さ
li : 第 iリンクの長さ

(xf , yf ) : 第 iリンクの根本の座標
θ1 : 第 1リンクの地面からの偏角
θ2 : 第 2リンクの第 1リンクとの相対角
τ : 関節に加えるトルク
g : 重力加速度

Fig. 2: 跳躍運動のフェイズの定義

2.1 フェイズの定義
Fig. 2で示されるような一連の跳躍着地運動は可変

拘束な運動であるので，制御という観点からみるとAc-
robotの跳躍着地運動を以下の５つのフェイズに分割す
る必要があると考えられる．� �

1. 遷移相 Acrobotが直立した状態から離陸相の
初期姿勢に状態を遷移させるフェイズ

2. 離陸相 安定な状態から宙に飛び立つフェイズ

3. 飛遊相 Acrobotが宙に浮いており，支持脚が
地面に接地しないフェイズ

4. 衝突相 着地した瞬間の撃力の影響により，速
度が不連続になるフェイズ

5. 着地相 再び直立の姿勢に戻るフェイズ
� �
遷移相，離陸相，着地相においては，Acrobotの足

先位置で位置拘束を受けている．それに対し，飛遊相
では足先位置を含めて慣性座標からの相対運動を考慮
する必要があるため，モデルが切り替わることになる．
そこで以下ではまず，この二種類のモデルのダイナミ
クスを導出する．次に衝突相におけるダイナミクスを
定式化する．

2.2 遷移相，離陸相，着地相における運動方程式
Acrobotの足先が地面と接しているときは，足先位

置で横滑りをすることがないと仮定する．このとき，一
般化座標 θ = [θ1, θ2]

T を用い，オイラーラグランジの
方法で運動方程式を導出する．

MA(θ)θ̈ + CA(θ, θ̇) + GA(θ) =FAτ (1)

ただし，MA(θ) ∈ R2×2，CA(θ, θ̇) ∈ R2×1，
GA(θ) ∈ R2×1，FA ∈ R2×1，τ ∈ Rは，それぞれ慣
性行列，コリオリ ·遠心力項，重力項，入力行列，入力

トルクを表す．Acrobotの足先が地面と接していると
きのアファイン系を式 (2)と表記する．

d

dt

[

θ

θ̇

]

= fA(θ, θ̇) + gA(θ)τ (2)
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fA(θ, θ̇) =

[

θ̇

−MA(θ)−1
(

CA(θ, θ̇) + GA(θ)
)

]

gA(θ) =

[

0

MA(θ)−1FA

]

(3)

式 (2)はベクトル場が可積分ではなく，相対次数４を
達成する出力関数が存在しないので，厳密な線形化は
不可能である．これは，フロベニウスの定理に基づい
て証明できる．

2.3 飛遊相における運動方程式
Acrobotが宙に浮いている飛遊相では，重力以外の

外力が働かないと仮定する．空中での跳躍運動では, 足
先位置における位置拘束が外れるため，足先座標を含
めた一般化座標 qr = [xf , yf , θ1, θ2]

T を用いる．式 (1)
と同様に運動方程式を導出する．

MB(qr)q̈r + CB(qr, q̇r) + GB(qr) =FBτ (4)

ただし，MB(qr) ∈ R4×4，CB(qr, q̇r) ∈ R4×1,
GB(qr) ∈ R4×1，FB ∈ R4×1，τ ∈ R，とする．Ac-
robotが空中で運動している時のアファイン系を式 (5)
と表記する．

d

dt

[

qr

q̇r

]

= fB(qr, q̇r) + gB(qr)τ (5)

Acrobotが空中にあるときは，角運動量保存則の拘束
を受ける．なぜなら，重力は重心の放物運動にのみ寄
与し，重心回りのモーメントには寄与しないためであ
る．数学的には，重心回りの Acrobotの角運動量の時
間微分が循環座標系に一致することから証明できる 9)．

2.4 拘束力の導出
本節では，Acrobotの足先が地面と接しているとき

の拘束力を陽に求め，離陸相から飛遊相へ切り替わる
条件や，Acrobotが地面と接しているときに横滑りし
ない条件を定式化する．足先での位置拘束は，

N(qr) =
[

xf yf

]T
= 0 (6)

と表される．ここで，Acrobotと地面の間に発生する
拘束力を λ = [λx, λy ]T ∈ R2×1 とする．ただし，λx，
λyはそれぞれ拘束力の水平成分，鉛直成分を表す．La-
grangeの未定乗数法を用いることによって，拘束力を
陽に求める．式 (6)と等価なノンホロノミック拘束の式
を含めると，Acrobotが地面と接しているときの，拘
束力を陽に考慮した運動方程式は式 (7)で表される．

{

MB(θ)q̈r + CB(θ, θ̇) + GB(θ) = FBτ + JT λ

Jq̇r = 0

(7)



λ = −X(θ)−1
{

JMB(θ)−1Y (θ) + J̇ q̇r

}

X(θ) = JMB(θ)−1JT (8)

Y (θ) = FBτ − CB(θ, θ̇) − GB(θ)

この拘束力を用いて，以下の二つの条件を定式化出
来る．
離陸相から飛遊相へ移行する瞬間は，ダランベールの

定理より λyが減少して重力を越えた瞬間である．よっ
て，Acrobotが離陸する瞬間は，

λy = 0 (9)

と表される．
また，Acrobotが地面と接しているときに横滑りを

しない条件も定式化できる．拘束力がフリクションコー
ンを逸脱しないことはクーロンの摩擦法則より，

|λx| ≤ µλy (10)

と表される．ただし µは Acrobotの足先と地面との間
の素材に依存する静止摩擦係数を表す．

2.5 衝突相における運動方程式
まず，Acrobotが地面に着地するときは，完全非弾性

衝突を仮定する．Acrobotが地面に着地した瞬間，イ
ンパルス拘束（撃力）によって速度が不連続になる．着
地前の速度と着地後の速度をそれぞれ ˙q

−
, ˙q+ とし，拘

束インパルスを λI と表す．このとき式 (8)を用いて
拘束インパルスと拘束インパルスを受けた後の速度は，
式 (11)となる．

{

λI = −X(q)−1J(q) ˙q
−

˙q+ = ˙q
−

+ MB(q)−1JT (q)λI

(11)

3 制御戦略
本節では，第２節で定義した各フェイズに対して制

御則を定式化する．厳密な線形化が不可能な制御対象
に対して，近似を用いずにフィードバック制御をする
入出力線形化に基づく出力零化制御によって，目標の
制御を達成する．

3.1 遷移相
遷移相での制御目標を以下のように設定する．

遷移相での制御目標� �
Acrobotを平衡多様体上でバランス安定化する

� �
ここで Acrobotの平衡多様体とは，重心の x成分が足
先の x成分に一致していて，かつ x成分の速度が 0の
状態を意味する．

3.1.1 出力関数
遷移相では，Acrobotのバランス安定化をするため

に角運動量に注目した出力関数を用いる 3)．

h1 = L + a1p(θ) (12)

ここで Lは θ1回りの Acrobot全体の角運動量，a1は
制御則の調整パラメータ，p(θ)は

L = h(q)ṗ(θ) (13)

で表されるパラメータである．θ1 回りの角運動量は，
慣性行列の 1 行目の成分を用いて

L = M11(θ)θ̇1 + M12(θ)θ̇2

となる．さらに，h(q)は以下の形で表される．

h(q) = α + γ + 2β cos θ2 (14)

α，β，γは物理パラメータで表現される定数であり，










α = m1l
2
g1 + J1 + m2l

2
1

β = m2l1lg2

γ = m2l
2
g2 + J2

である．p(θ)は以下の形で表される．

p(θ) = θ1 +

∫ t

0

γ + β cos θ2

α + γ + 2β cosφ
dθ2 + c (15)

= θ1 + ω(θ2) (16)

設計自由度を表している積分定数 cを設計することで，
平衡多様体上の任意の安定な姿勢に制御することができ
る．例えば直立に安定化させたい時は，θ1 = 0，θ2 = π

2

を式 (16)に代入した際にその値が０になるように積
分定数を設計すれば良い．姿勢を遷移させるためには，
θ2を三次関数の目標軌道に追従制御させればよい．
ここで，式 (12)は次のような物理的な解釈ができる．
出力関数に含まれる角運動量の項を零化することは，速
度を止めることである．また，θ1回りの角運動量の一
回微分は重心の x座標の定数倍に一致することが解析
的に示される．つまり，重心の x座標を足先の x座標
に制御するようにフィードバックされると解釈できる．

3.1.2 部分線形化
出力関数 h1 は３次の相対次数を持つ．よって，入

出力線形化のための部分線形化フィードバック入力は，
Lie微分を用いると式 (17)となる．

τ = −
1

LgA
L2

fA
h1

(L3
fA

h1 − v) (17)

このとき部分線形化されたサブシステムは，

d

dt





h1

LfA
h1

L2
fA

h1



 =


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0 1 0
0 0 1
0 0 0


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h1

LfA
h1

L2
fA

h1



 +





0
0
1



 v (18)

と表される．vを線形制御理論によって設計すること
で出力関数が零化する．

3.1.3 ゼロダイナミクス
出力零化の結果，不可観測な部分空間として一次元

のゼロダイナミクスが残る．式 (12)を変形すると，

ṗ(θ) = −
a1

h(q)
p(θ) +

h1

h(q)
(19)

となる．故に出力を零化した時のゼロダイナミクスの
微分方程式は

ṗ(θ) = −
a1

h(q)
p(θ) (20)

となる．ここで h(q) > 0より, a1 > 0となるように選
べばゼロダイナミクスは原点に指数安定となり，全状
態が収束するのでバランス安定化が達成される．



3.2 離陸相

離陸相では，跳躍運動を実現するための出力関数を人
間の跳躍運動の観察に基づき, 以下のように設定する．

離陸相での制御目標� �
1. Acrobotの重心が目標の速度方向を有する
2. 離陸時の角運動量を抑える

� �
目標１は，重心を目標軌道上に乗せる出力関数を零化
することで達成する．この出力関数に対するゼロダイ
ナミクスは不安定となり，発散する．結果，エネルギー
を得て，跳躍が可能となる．目標２は，飛遊相における
姿勢変化を抑えることを目的としている．目標１を満
たす集合を数値解析で求め，その集合内で角運動量が
小さい数値を選ぶことによって実現する．離陸相では
特にフリクションコーンを逸脱しやすいので注意する．

3.2.1 出力関数の設定

離陸相における制御目標１を達成する出力関数を以
下のように設定する．

h2(θ, d) = yg(θ) − tan (φd)
(

d + xg(θ)
)

(21)

この出力関数の物理的意味を Fig. 3に示す．ここで，
φd は接地点 Oから x軸方向へ −dだけ離れたところ
から重心 (xg , yg)を見たときの仰角であり，離陸する
ときの重心の目標方向である．重心 (xg, yg)は，接地
点 Oを原点としたときの座標である．

3.2.2 部分線形化
出力関数を微分することにより，相対次数が２であ

る入出力関係になることが分かる．よって，次のよう
に出力関数を用いて，状態変数を厳密な線形化ができ
るサブシステム (ξ ∈ R2×1) とゼロダイナミクスのサ
ブシステム (η ∈ R2×1) とに分けた新しい状態 zを定
義する．このとき，微分同相な座標変換となるように
ηの選び方に注意する．

z =

[

ξ

η

]

=









h2

LfA
h2

θ2

M11θ̇1 + M12θ̇2









(22)

Fig. 3: 離陸相における出力関数の物理的意味

ここで，微分同相な座標変換は，ヤコビアン ∂z
∂q

(ただ

し q = [θ1, θ2, θ̇1, θ̇2]
T とする) が正則であることで確

認できる．この座標変換によって，システムを明示的
に表記すると，

ξ =

[

ξ1

ξ2

]

=

[

h2

LfA
h2

]

(23)

ξ̇ =

[

ξ̇1

ξ̇2

]

=

[

LfA
h2

L2
fA

h2 + LgA
LfA

h2τ

]

(24)

η̇ = ζ (25)

=

[

θ̇2

−lg2m2 (l1 cos θ1 − cos (θ1 + θ2))

]

(26)

となる．出力零化入力を Lie微分表記を用いて式 (27)
とする．

τ = −
1

LgA
LfA

h2

(

L2
fA

h2 − v
)

(27)

この入力を加えることにより，式 (28)に示すように，
システムを部分線形化できる．

d

dt

[

ξ1

ξ2

]

=

[

0 1
0 0

] [

ξ1

ξ2

]

+

[

0
1

]

v (28)

vを線形制御理論によって設計することで出力関数が
零化する．

3.2.3 ゼロダイナミクス
離陸相では，式 (26)で表される２次のゼロダイナミ
クスが残る．
離陸相における出力関数h2は，平衡多様体上以外の

点でダイナミクスは明らかに不安定となるので，ゼロ
ダイナミクスの項 ηも不安定となり発散する．ゼロダ
イナミクスを不安定化するような出力関数をあえて選
ぶことによって，跳躍のためのエネルギーが得られる．
ゼロダイナミクスの挙動を陽に求めるには，新しい
座標から元の座標へ戻す逆変換を求める必要がある．微
分同相な写像が存在すればその逆変換も必ず存在する
ことは保証されるが，式 (22)への座標変換では，陽に
逆変換を求めることができない．
元のシステムの零点の解析をすることによって，ゼ

ロダイナミクスの極を調べる方法や，平衡点回りの線
形近似によって示す方法などがある．

3.3 飛遊相
飛遊相での制御目標を以下のように設定する．

飛遊相での制御目標� �
第一リンクの角度 θ1を目標の角度に制御する

� �
飛遊相では，外力は重心位置に対する重力しか働かな
いので，初期角運動量が保存される．出力零化の結果
として，飛遊相では６次のゼロダイナミクスが残り，
Acrobotが空中にいるときは，姿勢を任意に制御する
ことは難しい．

3.3.1 出力関数と部分線形化
飛遊相における制御目標１を達成する出力関数を以

下のように設定する．

h3(θ1) = θ1d − θ1 (29)



出力関数を微分することにより，相対次数が２次であ
ることが分かる．前節までと同様，部分線形化フィー
ドバック入力は式 (5)を用いて，

τ = −
1

LgB
LfB

h3

(

L2
fB

h3 − v
)

(30)

となる．これにより，遷移相や離相陸と同様に部分線
形化されたシステムが求まり，線形制御理論で出力関
数が零化できる．

d

dt

[

h3

LfB
h3

]

=

[

0 1
0 0

] [

h3

LfB
h3

]

+

[

0
1

]

v (31)

3.4 衝突相
衝突相においては，式 (11)で表される拘束インパル
スを受ける．拘束インパルスの制御に関しては，撃力
と等価なトルクをインパルス入力として加える方法が
ある．しかしながら実験的には，撃力を受ける瞬間を厳
密に見積もることは観測誤差の影響で難しいので，制
御は行わない．

3.5 着地相
着地相では，基本的には遷移相と同じ制御理論を用

いる．遷移相で示した制御則は平衡多様体の近傍では
安定化は可能である．しかしながらシミュレーション
の結果からは，大域的には安定化が難しいことがわか

Fig. 4: 各フェイズの運動
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Fig. 5: 重心の軌道と目標離陸角度

る．よって着地相で安定化するためには，飛遊相での
制御が鍵を握っていると考えられる．

4 シミュレーション
制御戦略の有効性を検証するために行ったシミュレー

ションの結果を Fig. 4及び Fig. 5に示す．シミュレー
ションに用いた物理パラメータは，Table 2で示され
る実験パラメータと同じとして，コントローラを設計
した．
シミュレーションの結果から，以下のことが確認で
きる．遷移相では出力関数が零化されると共にゼロダ
イナミクスが収束し，重心を Acrobotの足先の x座標
に保ちつつ，跳躍のための初期姿勢に遷移している．次
に離陸相ではゼロダイナミクスが発散し足先の拘束が
外れ，目標の角度方向に向かって空中へ離陸している．
そして飛遊相では重心位置が放物運動を行い，最後に
着地相において撃力の影響をフィードバック安定化し，
初期姿勢に再び戻っている．

5 実験
本節では，実験によって理論の有効性を検証した結

果を示す．本論文では，跳躍運動の核となる離陸相の
制御実験の結果のみを示す．

5.1 実験環境

実験環境の外観図を Fig. 6に示す．中央にあるAc-
robotの中心には，最大トルク 4.5[Nm]のハーモニッ
クドライブモータが取り付けらている．第１リンク角
θ1をカメラで計測し，θ̇1を後退差分で算出する．第２
リンク角 θ2は，モータに内蔵されているロータリーエ
ンコーダによって計測し，θ̇2も同様に後退差分で算出
する．

Fig. 6: 実験装置外観図



Fig. 7: エアテーブル外観図

Acrobotの運動は，Fig. 7に示すような傾けたエア
テーブルの面上で行う．これは，跳躍運動が二次元の
運動であるということと，通常の重力場で跳躍するだ
けのトルクをモータが出力できないためである．エア
テーブルの表面には，無数の穴が開けられてあり，送
風機から送られる空気をその穴から噴出させる．これ
により，テーブルの面に対して Acrobotを浮かせるこ
とができ，摩擦の影響をなくす．特に，安定化のような
静止摩擦の影響を受けやすい制御については，Acrobot
が完全に浮いていることが必要となる．
実際の制御実験においては，制御入力に加えて摩擦

を補償する入力を加えて実験を行った．

5.2 実験結果及び考察
部分線形化フィードバックのコントローラを Table 3

で示す重みを用いて，最適制御によって設計した．式
(21)の出力関数が零化され，重心が目標角度方向へ向
かうようにゼロダイナミクスが発散し，跳躍が実現さ
れていることが確認できる．
離陸時の制御則はシミュレーション上においてもコ

ントローラの設計が難しく，必ずしも跳躍を実現する
わけではない．なぜなら，出力関数を零化するだけで
は発散する方向を指定できないので，逆方向に発散し
て倒れてしまう場合や，目標の直線上で振動的になっ
て発散してしまう場合があるからである．滑らかに跳
躍する適切なコントローラを試行錯誤で設計する必要
があった．
制御実験では，一連の流れでの跳躍着地運動は実現

できていない．ここではその主な要因として考えられ
る三点を挙げる．一つ目は観測ノイズの影響である．離
陸相での制御時間は約 0.10[s]なので，ローパスフィル
タをかけると位相遅れが発生してしまう．速度を後退

Table 2: Acrobotと実験パラメータ

m1 1.018[kg] m2 0.929[kg]

J1 0.009[kgm2] J2 0.007[kgm2]

l1 0.185[m] l2 0.250[m]

lg1 0.142[m] lg2 0.145[m]

D 0.354[Nms/rad] g 4.34[m/s2]

x0 = [0.0, 0.0, θ1, s.t.(xg = 0.0), −105.0[deg]]T

Table 3: 離陸相での制御パラメータ
Qliftoff diag{700,10} d 0.093[m]

Rliftoff 1.0 φd 60.0[deg]
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Fig. 8: 離陸相における重心の軌道

差分で算出しているので，観測ノイズの影響が大きく
制御入力の演算に影響してしまうので，ローパスフィ
ルタを適切に設計する必要がある．二つ目は，エアテー
ブルと Acrobotの間の摩擦の影響である．飛遊相での
実験の結果では，重心がほぼ放物運動をしているので
動摩擦の影響はほぼないといえる．しかし，Acrobotが
静止している時は静止摩擦の影響を受けており，バラ
ンス安定化は難しい．実験機の改良が課題として挙げ
られる．三つ目は同定誤差であり，Acrobotとモータ
の物理特性をM系列信号を加えた時の入力列と状態か
ら同定したが，その誤差も寄与していると考えられる．

6 おわりに
本論文では，厳密な線形化が不可能な非線形システ

ムに対して入出力線形化による出力零化制御に基づい
た部分線形化フィードバックを行い，ゼロダイナミク
スのふるまいを巧みに利用してAcrobotの跳躍着地運
動が実現できることをシミュレーションで確認した．ま
た，実験検証を行い提案した制御理論の有効性を確認
した．
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